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Pie SchmMi'sflie Buch - und Musikalien -ßnirlcpr«'! in \h\le empfiehll siclj zu allen 
in diese Fächer schlageaden Arbeiten und liefert solche franco Letpaig. 



Küi'zlich erschienene mathematische 

Schriften. 



Sehloemilchy Prof. Dr. 0., Theorie der Ifilferenzeu und 

Summen, gr. 8. 16 Dogen, l'/a Thlr. 

Der durch anderweile maUiematiscbe Scbrinen ans dem Gebiete der hö- 
hrrii Mathematik riihinlichst beliannte Vei fjissor liefert hier ein (" <* m p • n - 
dium for acadviuiscbe Vorlesuogcn und zum Seibslun terricht fui bUidi- 
renda. Die Schrift dürfte Freunden der Wissenscbaft um so wi}lkommeacr 
sein, noch kein Werk exislirl, welches die zahlreu !ii ti . in verschiedenen 
Zoilsvbril'loo und einzelnen Werlten zersireuien £rweiieiungcn eaiiiteKe, wo- 
mit die Theorie der Diflferenzen und Sammen in neuerer Zeit beschenkt wor- 
den ist. — . 

Die EntdedcuDg der DifTerentialrechnang durch Leibniz. Mit 

Beniiizung der Lcibniz'scheD ManuscripCe ciuf der IconigL 
Bibliothek in Hannover, dargestellt von Dr. C. J. Gerhardt. 

Mit Ilolzschn. 4. 1848. 20 Si^r. 

Diese Monographie, welche zuglcicii die Biographie des Enldcckerä üc*r 
Differentialrechnung .Xetbniz*^ in sich scbliesst, muss für jeden Mathemaliker 
Toii i!i m grossten Ini i cssc -,etn. Die Tüchtigkeit dieser Arbeit wurde bereits 
von allen üriüken anerkauau 

Anzeige 

der in Tielen Scholen eingefOhrten und zum Selbststudium be- 
nutzten mathematischen Schriften des Dr. Wiegand. 

Die merkwürdigen Punkte des Dreiecks mit Rück- 
sicht auf harmonische Theilung. Eine reiche l^und- 
grübe von Uebungdaufgaben aus der construireoden Geome- 
trie, ebenen Trigonometrie und Algebra. Von Dr. August 
Wiegand. 2 gänzlich umgeai'heilete u. vermehrte Auflage. 
1848. 8 15 Sgr. 

Herr Professor Grnnert sagt in seinem Archiv filir Malhem. n. Pbys. 
über diese Schrift: 

Jeder Maihemaükcr weiss, wie viele interessante Beziehungen die so- 
genannten merkwärdigen Punkte des ebenen Draiecks dorbielen. £s war da- 
her ein filiictilicfif r Geiliuikc des Herrn Ve^•fas^f■^:^ , (lir-c umzc Lrhre in sy- 
stemalischciu Zusatnmeobange ausführlich tn heuiheiten, und dadurch zugleich 
ein System höchst zweckmässiger Ucbungsaufgaben für die auf dem Titel ge- 
nannten Thotle der Wi<~f'iisrli!ift aiifziisleüen. ftlc Ansrührung ilir>os Cf(1;in- 
keuü von SeiUn des Herrn Verfassers lassl niciits zu wünschen übrig, und 
die Terschiedenen Aufgaben sind oft mit besomlerer Eleganz bebandelt; zu- 
gleich ist, ^vt'lnl mich vtir/nf^sweisc J!« trifronornftrisrhe und olgebralsche 5Ic- 
ihod«, die der Hr. Verfusser in dieser Schrill mit vur^ugiichi^m Geschick und 
oft aof sehr einfache und elegante Weise handhabl, Anweiidung gefunden zn 
haben srhrinm, für in iriichstp Ahwechseliin:? 'In Methoden pesnr;;! worden, 
so dass wir diese hciintl, so wie zu alljjßnn'iner Berücksichtigung in Bezug 
auf ihren interess/inten Inhalt an sich, namentlich auch allen denen sehr em- 
pfehlen, welche sieh in der feineren Geometrie zn üben beabsichtigen. 



DIE 

ALLGEMEINE UMKEURUNG 

GEGEBElNER 

FINKTIONEN. 



von 

I>r. OMhar Sehioemiieh* 

Professor an der Uoiversiiat Jena. 



HALL£> 

DRUCK UND VERIJUJ VON II. W. SCHMIDT. 

1849. 



Der Unterschied zwischen der höheren Analysis und der ele- 
mentaren Arithmetik besteht ohne Zweifel darin, dass es jene mit ste- 
tig veriUiderlichen Zahlen, letztere dagegen mit solchen Grössen zu 
Ihun hat , weldie aus diskreten Theilen der Einheit zasanunengesetzt 
sind, und man könnte daher, wenn man sich ausnahmsweise in der 
strengen Wissenschaft einmal die bildliche Rede erlaubt, die Verglei- 
chung aussprechen, dass die höhere Analjsis die organische« die Ele- 
mentararithmetik dagegen die unorganische Verändcruag der Zahlen 
betrachte. Es würde nun aber zu INichts führen, wenn man hier 
bei der Supposition einer einzigen dergleichen schlechthin veränderli- 
chen Zahl stehen bleiben wollte, weil sich fiber eine solche Zahl, eben 
wegen ihrer absoluten Veränderlichkeit, nur äusserst wenig und zwar 
ungefähr Dasselbe wie über die Zeit sagen liesse, und so fand sich 
die Wissensdikfit genöthigt, einen Schritt weiter zu gdien, indem sie 
mehrere Variable, zwischen denen irgend ein Zusaromenliang stattfin- 
det, in Untersuchung zog Allbekannt ist es, dass diese Betrach- 
tung anr den allgemeinsten Begriff der Mathematik, nfimlich auf den 
Begriff der Funktion, führte und erst seit der Zeit, wo dieser Begriff 
in seiner Reinheit und in seinem ganzen Umfange geßisst wurde, hat 
sich die Wissensdiaft zu demjenigen Grade der Allgemeinheit erhoben, 
welcher ihrer wflrdig und ihr Oberhaupt erreichbar ist Je weniger 
man diese Bemerkung in Abrede stellen wird , desto mehr muss es 
befremden, dass man gerade einem der Haupt- und Fundamentalpro- 
bleme, welches schon ans der blossen Aufetellung einer Funktions- 
gleichong hervorgeht, eine (wenigstens gegenwärtig) viel geringere Auf« 
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luerksamkeU geschenkt hat, als dasselbe seiner Wichtigkeit nach ver- 
dient; findet nämlich zwischen einer unabhängigen Variable y und ei- 
ner abhängigen Veränderlichen x eine Gleichung von der Form 

1. « — ^(y) 

statt, so kann umgekehrt auch y als eine Funktion von a: betrachtet 
werden I indem man x und y ihre Rollen (anscheu lässt und den 
Charakter der absoluten Veränderlichkeit von y auf m überträgt; man 
kann daher setzen: 

2. y « g>(x) 

und hat nun die Aufgabe : aus der Form der gegebenen Funktion i^ 
die Form der unbekannten Funktion g> abzuleiten "t was mdits An- 
deres ist als das Pro Mein von d er ümkehrung gegebener 
Funktionen. - — Man wird leicht bemerken, dass diese Aufgabe die 
Auflösung aller möglichen , sowohl algebraischen als transscendenten, 
Gleichungen implizirtf denn setzen wur z. ß», um bei einer sehr be^ 
Itannten astronomischen Gleichung stehen zu bleiben^ 

worin e eine Gonslante bezeidmen mag, so ist die umgekehrte Funk- 
tion ;/ — q) (x) nichts weiter als eine Wurzel der aufgestellten trans- 
sceudeuten Gleichung. 

Die älteren Beltandlungpen. 

§■ 1- 

Den ei'sten Versuch zur Lösung der angedeuteten aUgemeineu 
Aufgabe finden wir bei Newton; für den besonderen Fall nSmlich« dass 
man durch successive Potenzirung der Reihe und Elimination der hö- 
heren Potenzen von y zur Umkehrung der Reihe (oder Funktion) ge- 
langen will,' giebt er folgendes Beispiel*). Prcpimatiir aequaiio ad 
artam Hyperbolae 



*} Commfirrinvi ^tMietttß pag, 187, ferner Analjfsit per Quantitatum seriet, 
flmione& ac diff&^nliat: eum enumeratiene tmeanm Urtü vrdmt, Amtelodemi 1728, 
pa^O' 34, 35 und Epistala ad Oldcnhurg pottcHor ew» LeibniHo emmmieanda. Leip», 
Ojip. T. in , pag. 75. Oer Qfeictifomigkeit babe ich d>6ii m und y da 6«s«lxt, wo 
bei Nawioo s und s stehen. 
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+ 1//' + -T »/'^ + i 3/^ + . 
Bt partibm e/ns multipUcatis inter se, merget 

Jam de x aufero et restat 
Hute addo -^-x^, et ßt 
Aufero et rettat 
Addo j^x\ et fU 

^ ^» + 1 + Jlo = 2/ 

quam proxvme, sive y sss t — + — St-^^^Fiaü^^ " 
Stellt maxk die Newton'sche Methode in allgemeinen SyoÜKilcn dar, in 
dem mukS^ay + hy^ + ey^ + etc. setzt, so erhält man znnichst durdi 
»ueeessiTe Potenzirungen Gleichmigen von folgenden Formen: 
X = oy-H^y^ + <ly*+... 

o'y*+ ft'y*-f*^y*"h«-* 

4P«= a'"i/* + ... 

Addirt man diese Gleichungen, nachdem man die erste mit ii, di« 
zweite mit B, die dritte mit C etc. multipUcirt hat, wobei A, B, C 
etc. vor der Hand noch unbestimmte Koelfidenten sind, so wird 
Ax -i- BsBi^ Cas* + Dx* -h .... 

=^Äay + (Ah + Ba') 

+ (Äc + ß6' + Ca") 

+ 

und wenn man jetzt die Grössen A, B, €, D eic so bestimmt, dass 

Aa^l 

1* 
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Ac + Bh' 4- Caf* = 0 
Ad + Be + Cb" -f Q 
etc. 

ist, so bleibe auf der rcchlcn Seite der vorigen GieidiuQg nur if sie- 
ben und man hat bei umgekelirter Stellung 

y ij: + ÄOF* + Ca;» + Pjp* + ...» 
womit die Aufgabe wieder in Form einer Reihe gelAst ist. 

So einfach dieses Verfahren bei einer nur schematischeii Dar- 
stellung aussielit, so compUzirt wird es bei der detaillirten AuslOlining^ 
Das Gesetz nimlich, nach welchem sich die KoeDKdenten a', h't c' etc, 
af', 6", tf* etc. bilden, hängt unmittelbar mit dem Bildungsgesetze der 
Polynomialcoefficlenten zusammen und man weiss, dass letzteres sidi 
zwar leicht in Gestalt einer Rekursionsformel , aber nur sclrver in ei- 
ner independentcn Formel ausdrücken ISsst. Zwar hat sich die com- 
binatorische Schule unter Einimbwr^, Btehmbach, Rothe u« A. un- 
endliche Mahe mit der independenten Entwickelung der Potenzen ei- 
nes Polynomes [oder gar Infinltonomes, wie Hindenburg sagt*)] gege- 
ben und ebenso auch das Problem der Umkefarung der Reihen com- 
binatorisch zu Iftsen gesudit**), aber es fehlt allen diesen Formeln 
Eines: die prakliäthe Brauchbarkeit. Allerdings kann jede Fuiiüel auf 
den Namen einer independenten Anspruch machen, welche die zur Be- 
stimmung einer unbekannten Grösse nötliigen Aechnungsoperationen 
unmittelbar übersehen lüsst, ohne das Problem auf ein anderes und 
Ahnliches zurückzuführen, aber es ist eui sehr wesentlicher Untere 
schied, welche Operationen durch die Formel vorgeschrieben sind. 



ümiusuat 1779. 

**) H. 8. das Wieiitigate hierüber; be tmmrn rwerrione fomuiU aaalniico- 
emkiMtmis eMita, otid. IT. C, W. Stekenback; lApi. 1789. 

Formula« de mitnm rewnioM dmmutratio wmenaH* tignU hcaUbus «omM- 
natmo'OiuiiifHccnM vieariU etrAsM«; auet, H, A, Mlu. Up$, I79S. 

JVoUeiM ioMm» maxim mivtrtak ad iertemm rettemone fomuH$ /ocoNfriw e( 
eomUnefori« • aMfyltei« nkM^endtm twoiipmtncn; §uct, Ktidenbwg. Idp$» 1799. 
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Sagt man s. B. das mittelste Glied in der Entwickelung von 
(«+—)*" hat den Weilh 

am (2ot— 1) (am— 2)..,. (w -hl) 

oder auch 

so ist das Einf^ wie das Andere eine independeiUc Bestimmung und 
wdche von ihnen vorzuziehen sei, ricbtet sicli nach der Grösse von 
Mt; für kleine m ist naturlich die erste Angabe die bequemere, för , 
sehr grosse m dagegen, wie sie z. B. in der Wahrsdieinlichkeitsbe« 
rcchnung vorkommen, wird umgekehrt die zweite Form besser und die 
erste vailig unbrauchbar; denn man kann in diesem Falle den WerUi 
des bestimmten Integrales nach den von Leffmdre inul Laplace gege- 
benen Methoden sehr leicht mit vieler Genauigkeit herechnen, während 
eine Mulüplikation von etlichen tausend Faktoren eine ganz iuiausführ> 
bare Arbeit ist, von deren Endresultate man nicht einmal eine ange- 
näherte Vorstellung hat. Ebenso verhalt es sich mit der combinatori- 
sehen Angabe von Reihenkoeffidenten; die anfanglichen KoeUßcienten 
sind zwar leicht genug zu entwickeln, bei einem dnigermasscn gros- 
sen Index aber wird die Anzahl der aufzustellenden Combinationen so 
ungeheuer, dass dem Rechner die Geduld und der cumhinatorischen 
Thätigkeit der Athem ausgeht, ohne dass man von dem Endresultate 
nur irgend eine Vorstellung bekommen hfttte. Hierin liegt auch der 
Grund, warum die Franzosen und Engländer, deren Sinn mehr auf 
das praktisch Brauchbare (ich meine hier die wissensdiaftliche Praxis) 
gerichtet ist, wenig Geschmack an den Arbeiten der combinatorischen 
Schule gefunden und dieselben slcllenweis für einen blossen lusus m- 
gmii gehalten haben. 

§2. 

Eine bei weitem elegantere Lösung des Umkehrungsproblemes 
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lieferte Pf äff*) mit HuUe einer von Lagrange gefundenen Formel. 
Wendet man die letztere in der Gestalt an, welche ihr Cauehtf gege- 
ben hat, so lässt sich die Sadie folgendermassen darstellen. 

Es sei diejenige Wurzel der Gleichung 

3. u ^ ^f(y) 

welche mit jp gleidizeitig verschwindet, so ist nach dem Theoreme 
von Lagrmge **) 

4. yo« Y my)^ct) +^[i>/(y)»l(o)+Y^[i)V(y)»](o) + -..- 

wobei die in Klammem angehängten Nullen bedeuten, dass man nach 
geschehener Differenziation y s o zu setzen habe, wonach z. B. 
[/Cy)](o) = f (0) ist. Die Bedingungen, unter welchen diese Formel 
richtig ist, bestehen darin, dass erstlich /(y), f (tf)t f' iy) etc. von 

y as 0 an äletig und endlich bleibende Funktionen sind, deren oi>ste 
für y = 0 weder verschwindet noch unendlich gross wird, und dass 
zweitens der Modulus von x weniger Leträgt als der Modulus des 
kleinsten welches man durch Auflösung der beiden Gleichungen 

5. 7^ Ä . und X = 'ß-T 

fiy) f{y) fy) 

erhält; d. h. also, wenn tj^j , 171, ••• die Wurzeln der ersten Glei- 
chung in 5. sind und als deren Substitution in die zweite die speciel- 
len Werthe ^ot Ii» ^2« ^ folgen, von denen |o der kleinste 

sei, so ist die Bedingung modx <C ^d§Q noUiweadig. 

Nehmen wie = so geht die vorausgesetzte Glei- 

chung 3. lu die zu behandelnde 

6. = I// (y) 

Ober und es wird nach der Formel 4. , weil jetzt f{y) = ist, 

*> IHsiimsiHmet onatylt«««. Helmtadii UDCCLUXXfüL 

**') Maa sebe hierOber mein Uandbucli der Difforeunalmlinuag, Greif^wald 
1847. 
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^U2,3r Vi//(y)y' Je 



+ 



worin das Bilduiig^gesctz klar vorliegt. Dci^ Koefficiciil tou u." w^c 

4 D*^* l— für V = 0 

lind damit sind wir zu eber independenlen Bestimmung gelaugt. Die 
Formel 7. gilt übrigens nur, so lange erstUcb die Funktionen 

V'^y)' «^(y)' v^y)""* 

Ton y SS 0 an stetig und endlich bleiben , wobei die erste für j/ = 0 

weder Null noch unendlich werden dail'. und wenn zweitens der Mo- 
dulus von X weniger beträgt als der Moduius des kleinsten a?, wel- 
che durch Auflösung der Gleichungen 

8. tp* itf) = 0 und = i/>(y) 

erhalten wird. Das Letztere siebt man leidit, wenn man auch in den 

Gkiciiuugeu d. an die Stelle von treten Idsst, wo 

wird, was leicht zu substituii'en ist. Man kann übrigens den Sinn der 
Ghnclunigen 8. ohne Müho auffinden; sie dienen uäiniieh zur Bestim- 
mung der verschiedenen Maxima und Minima der Funktion ^ Be» 
zeichnen wir mit 17« , *h Wurzeln dar Gleichung ^' (y{ 

SS 0, nnd mit ^/^t> h Werthe, welche tfjiy) erhält, wenn 

man y ^ i]o* Vi* setzt, so sind ||, ^ etc. die Maxima 

und Minima der Funktion ^(y)i nennen wir femer diejenige von den 
Grössen |o, , ^2 ^^l<^e den kleinsten Modulus hat« das ab* 
solule Miaimniu von ipitj), so ist nach dem Vorigen die Glei- 
chung 7. an die Bedingung gebunden, dass der Modulus von X weni- 
ger beträgt, als der Modulus des absoluten Minimums von y)(if)» 



Um diese Lehre, in deren Darstellung wir von Pfaff mehrfach 
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abgewichen sind, auf ein nicht m gewöhnliches Beispiel anzuwenden, 

wollen wir die Umkehrung der Gleichung 

9. a; = ir(l+U) = 

vornehmen, worin FQl+y) das L^gendre'sche und XTy das Gauss*- 
sche Zeichen für das EuWsche Integral 



/QO ^ 



0 

ist. Da nach einer bekannten Formel'^ die Gleichung 

l > y > - l 
hnsleht, worin C s= 0,d772ld6 und 5« die Summe der Reih« 

i_4. _L4._L+-L + 

y 

ist, so hat mau an die Steile von -rr-r m setzen 



11. 



und daraus geht hervor, dass die Funktion — ^ nehst ihren BifTeren- 

zinlquotienten endlich und stetig hleibt inn^^ihalb eines bei t/ = 0 an- 
fangenden Intcrvallcs , während für y=0 der in 11. verzeichnete Aus- 
druck einen endlichen bestimmten Werth annimmt. Man hat daher 
nach No. 7. 

und wenn man die angedeuieten Potenzirungen und Dilierenziationen 
dadurch ausfuhrt, dass man (nr den ui No. 11. verzeichneten 
Ausdruck substituirt, 



M. s. bieräber d«u ersten Tbeil meiner Anilytiichen Studien, Leip- 
zig 1818. 
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* l • C 2 • 3 \ 2 C* / 

, g / 5 5^» 10 5a 5a > _ 

Wie weit diess gilt entscheidet sich leicht Die Funktion ir{l 4-y) 
hat nAmlich unendlich viele Uaxima, welche der Reibe nadi zwischen 
0 und 1, 1 und 2, 2 und 3 etc. enthalten sind. Das absolute Mi- 
nunum tritt ein filr y « 0,4616321 und ist ir (M616321) ^ 
f (0,8356032) » — 0,1194862; die Reihe 12. gilt daher nur so lange, 
als der Moduliis von x weniger als 0,1194862 beträgt; die GüUigkeit 
der Heihc hat demnach einen sehr engen S[»iekauni« 

Vergleichen wir nun die in der Formel 7. enthaltene Lösung 
des Umkehrungsproblems mit der vorhergehenden combinatorischen 
Behandlung desselben, so finden wir zwar eine grössere Uebersicht- 
lichkeit der ausznfilhrenden Recfanungsoperationen und eine scharfe An- 
gabe der Grenzen, innerhal!) welcher die Umkehrungsformel richtig 
bleibt, aber alle die Unln i^ucmlidikeiten, welche den Gebrauch der 
combinatomchen Knlwickeiung last unmöglich machen, treten auch 
hier wieder auf, wie man aus den nachstehenden Bemerkungen erse- 
hen wird. Die combinatorische Lösung des Problemes und die in der 
Formel 7. niedergelegte stimmen in so fem fiberein, als die Umkeh- 
rung der Gleichung ^ s= ^(y) unter der Form 

13. Ä 4- H- ÄfäP* + + 

dargestellt werden soll und der Unterschied besteht nur darin, dass 
die erste Behandlung den allgemeinen Koellizienten wi» durch eine von 
n abhängige Zahl combinatorisdier Operationen und die zweite durch 
eine (ti — 1) fache Differenziation zu bestimmen sucht Es ist aber 
die eine dieser Rechnungen eben so schwer allgemem auszufahren als 

die andere, wie der Versuch sogleich zeigt Fflr -~r a= f(y) ist 



nfimlich 
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D^fOf)'^^ »(»~l)(fi--2)| / y (y)j' + 3» (»- ^ V(y) rO/) 

etc. etc. 

und diese Ausdrucke bilden Bich nach einem so wenig erkennbaren 
Gesetze, dass man anf die independente DarsteUung von 

verzichten muss* Nur in den wenigen besonderen Fällen, wo —r- 

ein algebraisches Binom oder eine von den i miktioncn miy, siny 
ist, gluiki es, eine abgerundete Form füi* m erhalten. 

Aber selbst abgesehen davon, sind schon die Bedingungen, un^ 
ter welchen die Gleichung 13. einzig und allein bestehen kann, der 
Art, dass ihr Gebrauch sehr beschränkt ist. Euimal werden durch 
die Forderung der Stetigkeit und Endlichkeit von 

eine Menge Funküoucn ausgeschlossen, wie z. ß. i^(y) =s ysiny, 

ytmy, 9iH*y etc., für welche gluich anl^ngs bei y = 0 eine 

Unterbrechung der Cootinuität erleidet, andererseits findet es sich häu- 
fig, dass die Gränzen fQr den Modulus von jp in hohem Grade been- 
gend ausfdlen; so hat man 

für t//(y) =: ir(l + y) . flw<|jp< 0,1 1949 

„ \fj(y) =z yev , mo<l^-< 0,30788 

„ ipiy) z=z ycosi/ , m0rf^< 0,66274 
und auch darin liegt ein bedeutender Uebelstand, der sich auf keine 
Weise wegschaffen lässt. Das Schlimmste endlich ist, dass die For- 
mel 13. immer nur die kleinste Wurzel der Gleichung x^ipiy) an- 

giebt (für jr = y* — 2y z. B, Sf» ^ 1 — /T+Tjr), von allen übrigen 

Wurzeln aber schweigt. Für algebraische i iltjuhungen kannte man 
zwar allenfalls mit einer Wurzel zufrieden ^ein, weil sich nachher 
die Gleichung durch Division mit y — y^ um einen Grad erniedrigen 
und dasselbe Verfahren wiederholen liesse, für transcendente Gleichun- 
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gen dagegen bleibt jener Mangel selir fühlbar , weil für diese der Sati 

nicht gilt, dass y — ein Faktor der Cleicluiiig sein muss, wenn yo 
eine ihrer Wurzehi ist; liier kann also keine Dimensionsverringening 
erreicht werden nnd man befindet sich daher gänzhch ausser Stande, 
die Besdiaffenheit der äbrigen Wurzdn zu erkennen« — 

Da mm die letzten Bemerkungen jedenfalls stehen bleiben, es 
mag eme independente Koeflldentenbestimmnng glücken ödei' niditf so 

düifen wir behaupten, dass die Polenzenreihe 13. keine f^fi nötige Form 
zur Enlwickelnng von y = ^{x) darbietet, und daraus entspringt von 
selbst die Aufforderung, es einmal mit anderen Formen zu versuclien. 

arene JHetUodeii. 

§. 3. 

Jede Funktion von q>(x) Ton to, gleichviel ob stetig oder nicht, 
lässt sich bekanntlich in eine Reihe von der Form 

14. 9p(jr) Ä-i-^-j-i|CO« i-AjCO« •f-A^coi—— + 

c c c 

verwandefai, worin c enie beliebige positive Ton Null verschiedene 

Grösse bezeichnet und die Koeüicienten J^y ^i' '^s mittelst der 

Formel 

15. An — — / g>(s)coi^ dx 

bestimmt werden. Die erwähnte Reihenentwiekelung gdt so lange» als 
die Grösse das wiUkörllch angenommene Intervall 0 bis c nicht 
überschreitet Hieraus erhellt unmittelbar, dass sich die Form 14. 
zur Darstellung von Funktionen ganz vorzflglicfa eignet, da keine fie- 
schr&nkungen hinsichtlich der Gontuiuität von ^(«r) und bezüglich des 
Spielraumes von statt finden, und wenn wir uns daher der Glei- 
chung 14« zur £ntwickeluug der Funktion y und x bedienen wollen, 
d»i. 



*) M. s. hierüber den zweiten ThoH meiner Analytiscben Studien. 
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und unigekelirt 

17. ya»-}-^^-)-^! ^< — +<^t*<>* 

setzen so wird es nur darauf ankommen , den Koeffiäenten in 15. 
unter einer solchen Form darzostellen» dass er ans der gegebenen 
Funktion t/r Cy) unmittelbar abgeleitet werden kann. Diess geschieht 
sehr leicht auf folgende Weise. 

£s ist zunächst wegen ^ (x) = ^ 

<p (jp) cot dxss / lfm dx 
und bei theilweiser Integration 



SS — ytin / dv»8in 



oder, weil als Funktion Ton y gegeben ist (No. 16.) 



e , imtpiu) e / , - nnxpin) . 



Durch beiderseitige Multiplikation mit wird noch 

c 



18. T / 9 W 



— t/sm — / «m — 

«JT * C *^-/ C ' 



und hieraus erhält man i«, wenn man jt = c, 0:= 0 setzt und die 
beiden so entstehenden Gleichungen von einander snitLiahirt. Dabei 
fragt es sich aber noch, welche Werlbe an die Stell von y treten 
müssen, sobald »=sc und a;ssO wird, denn auf der rechten Seite 
der Gleichung 18. bezieht sich die Integration auf y als unabhängige 
Variable. Nennen wir 



19 



y eine Wurzel der Gleichung \p{y)z= e 

rj „ « « » V'(y) = o 
so ist für y^Y* ^(Sf)^^ i* und mithin entspricht ys}' 
dem Werthe und ebenso y^i; dem Werthe s^^. Daher ist 
nach No. 19 



9>(jr) cos ^^j^ rfjp d. h. An 



Die von Integralzeichen freien Glieder verschwinden hier wegen ipiy) 
= c imd V'(y)'»0*); daher bleibt nur 

i. = _ JL A« 2!E2tM 

.■ ■ , 

Nun war aber c eine beliebige positive Grösse und daher ist auch y 
beliebig, wenn man es nur so wählt, dass dadurch %lf{f)=s:c einen 
positiven Werth erhält; setzen vrir daher für c, indem wir nun 
y unter der genannten Beschränkung willkührlidi annehmen, so ist 



2 py. 

= / st« 



V 

Einer besomieKm liuiwauUluug bedarf noch der Eoeffldent Ant der 
aus der Gleichung 

SU bestimmen wäre. Man hat nämlich 



*) Hierliei i»t stiUscbwetgeDd roraosgesetst, das« weder c noch ii WMitdlieh 
ist; sollte dagegen z. B. lyssoDsein, so wttrde die Gleichung 

* e 

mt dann ItesteJien, wenn ^ V(^)^0 i^^* 



u 



1 1 

und durch MultipIicatioR mit — ^ und Integration zwischen den 

Gräazea^se, 0»O, welchen wie voriiia die Gräozen 
enlspreoben 

wo das zweite Glied wegen ^(i7)ssO wegfällt. Fassen wir nun alles 
Bisherige zusammen» setzen in No 17. Ebenfalls ^(^) für c, und be- 

rücksiehtigeii endlich, dass die GültigkeHsbcdinguiig der Gleichung 17. 

aämiicli c ^ ^ 0 jetzt in ^ o; ^ 0 übergeht, so haben 
wir nachstende Lösung unseres Problemes : 

„Aus der Gleichung sssyf(y) folgt umgekehrt 

20* tf^i-^ + ^ €0s + ^s«>»^ + 
„worin die Koefiicienten mittelst der Formeln 

21. +i,=y_^JL^^^(j,)i, 

V 

^l' 4, = / sin — TT-r— du 

V 

„bestunmt werden* Hierbei ist ^ in soweit willkfihrlich, als nur 
„verlangt wird, dass tffiy) positiv ausfalle, fj ist eine Wurzel der 
„Gleichung i^(y)»0. Die Entwickelnngsformel selbst gilt für alle 
„dp, welche iiidit ausserhalb des liitervaües x = Q bis x = ^^ (y) 
„liegen.** 

Der gi'osse Vortheil, welchen der Gebruuch dieser Formel dar- 
bietet, besteht darin, dass sie alle Wurzeln der Gleichung 
liefert; da nämlich fär irgend eine Wurzel der Gleichung ^(y)s=0 
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gesetzt werden karni^ so eiMU min für die Koefficienten Ä sovidYer- 

schiedeiie NVcrthe , als es verschiedene 17 giebt. Nennen wir tjt , 17,, 
3ji,... die Wurzeln der Gleichung ifj(y)=^Oj setzen einmal r; = 7;, 
und y=yi, dann ij— und y=yj etc., wobei /t, y^, ebenso be- 
liebig sind wie y selbst, und bezeichnen endlich die so entstehenden 

verschiedenen Werthe von i» mit 

(II m IV 
, Any A . -4» etc. 

80 sind die sSmmtlichen Wurzeln der Gleichung x^^ti^f) folgende 
Sf, =i^+^co»^+^ca»^J-^-.... 
y, + ^1 'Wi^^ W^) ^ 

n. 8. w. 

und diese Gleichungen gelten der Reihe nach unter den Bedingungen 

u. 8. w# 

Es kann uuch häufig der Fall vorkommen, dass die Gleichung 
I^(y)ss0 imaginäre- Wurzeln besiUt, wodurch einige der Grössen 

unter der Form x + scheinen; diess macht aber fürmisere 
Methode weiter keinen Unterschied, als dass die Koefficienten A selbst 
zu complexen Zahlen werden. Sehr brauchbar ist dann folgende Trans- 
formation ; man setze, wenn i^six + Xt, also 

A^=i /sin —rrr- 

j^ssx + if, wo « eine neue Variable bezcichucl, es wird so 



2 rr- 

= / fti 



Xi 

wo sich die reellen und imaginären Theile sondern lassen, wenn man 
das IntegrationsintervaU von tt=-Xt bis tt = y— * in zwei andere In- 
tervalle zerlegt, von denen das eine nur imaginSre, das andere nur 
reelle Zahlen umfosst; da die Null der Punkt ist, in welchem sich 
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die Gebiete der reellen und imaginären Zahlen berObren, so zerlegen 

wir folgend ennassen 

und setzen im zw eilen Integrale usrt, wodurcli dasselbe in 
abergebt« Der Koeffldent i» wird dann: 

23. inB* ^ / sm — . / V ■ + — / «» — \ . V dt 

0 0 

worin die reelle und die imaginire Partie getrennt sind. 

§.4. 

Bevor wir weiter geben^ wollen wir die allgemeinen Formeln des 
vorigen Paragrapben auf einige Beispiele anwenden, einmal nm den 

Geist der Methode desto klarer licrvorlretcn z\i la&seu und dann, um 
noch einige gclegeniliche liemerkungen anzuknüpfen. 
I. Sei zunächst die Gleichung 

24. xmmyf*^ 

umzultehren, worin fi eine positive Grösse bezeichnen möge. Nach 
den Formeln des vorigen Paragrapben ist nun für tfß(tf) = ift^ 



2 y y nn.yf^ey 

und darin y beliebig, 17 eine Wurzel der Gleichung yA^ev sz 0$ diese 
Gleichung bat jedoch nur eine einzige Wurzel, ninüidi ^sObj;^ und 
so ist nun, wenn wir noch ^'/«er zur Abkärzung mit e bezeichnen 

25 26. — 



n 

Hie (.luicbuDg 24. besitzt demnadi nur eine einzige Unikehrung 
und diese wird darch die Formel 

27. y = -H i| CO« h C05 f- 

c c 

gegeben, deren Gültigkeit an die Bedingung c ^ 0 oder 

yt*- ey ^ ^ ^ 0 gebuiuieu ist. Hierin liegt Qbrigcus keine drück (n de 
Beschränkung, denn da das Produkt yf* ey mit y gieiduseitig ins Un- 
endliche wächst, so kann man dadurch, dass man y famreichend gross 
nimmt, jenes auf s bezögUche Intervall beliebig erweitem. 

U. Nicht ohne Interesse ist es, ein ganz verwandtes Beispiel, 
nämlich die Umkehrong der Gleichung 

28. flf = y/<e-f 

daneben zu stellen, weil hier die Sache wesentlich anders wird. Die 
Hülfsgieichung — 0 besitzt jetzt, wenn y wie vorhin positiv ist, 
nicht eine, sondern zwei reelle Wurzeln: jf — O und ^ = qo oder fj^ 
== 0 und rj^:=(Xi, Nehmen wir die entsprechenden beliebigen Wer- 
the von y, nämlich yi und y^, einander gleich, bezeichnen sie mit y 
selbst und setzen zur Abkürzung ^t{y)--. y^e^ c, so haben wir 

jetzt für l^^sssJ^^sasO 




und fflr j^ssij^js OD 
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oder besser 

31. ^,1, + / yf'trydy 

y 

" . 2 /^f Inn „ . \ ^ 

r 

und oadidem auf diese Weise die KoefBcienlen bestimmt sind, wer- 
den die beiden Vmkehrungen der Gleichung 28. durch folgende For- 

«idn gegeheii: 

oo 1 { t l ^ , A , 

c c 

34. y» = -^io4-^icos— +4 C0* — — \r 

c c 

wobei immer e ^ss^O d. i. j^e*"^ ^^rr^, 0 sem muss. 

Da hier y beliebig ist, so kann man noch fragen, welches der 

vorUieilhall;;ste Werth von y, d. h. derjenige Werth sei, für den das 

Intervall 0 bis yl^e'^y seine grdsste Ausdehnung erhält. Diese Frage 
beantwortet sich leicht, indem man nur das Maximum von /^e~~^oder 

yH-e-v aufzusuchen braucht. Man findet, dass letzteres für ^ <=> fi 

oUer J/ = eiuHitt und dass sein Werth 

35. f^e-f' ^ ( « Jf 

ist, wo M ais Abkürzung dient. Setzen wir also fssfi^ wodurch e 
in M übergeht, so haben wir folgende Formek: 



36. 



/ 3 /^/i 
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OD 

er'-' dy 



37. 



und 



38. Vi^-t^+^i "IST + 

39. y,=-3-io + i<iCO«-|||-+ijCO« -y- -h .... 
Auch hier liegt in der letzten Bedingung nichts Beschränkendes ; denn da 

M das Maxinuiiii von yf^e-v d. h. von a? ist, 80 kann überhaupt x 
nicht grösser als M werden und es wüide keinen Sinn haben, für 
SB > in eine Umkehrung der Gleichung yt^e^ zu verlangen. 

Bemerkenswerlh ist noch das Resultat, welches man durch Sub- 
traktion der Gleichungen 38. uud 39. erhält; es wird nämlich 

und dabei ist vermOge der für die üoeliidenten geti'oüeneu Bestim- 
mungen 

ff Iii / *" /^*^ ) 

0 ^ 



ferner 



0 ^ 
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d. 1. wenn man itlr den Siniu die gleicbgeltende Reihe setsl 

a 1 

0 

wobei Überhaupt r* zur Abkürzung für l«2.3.*.r dient. Dureh In- 
tegration der eiuzeluen Glieder wird hieraus 

n t 



_ 2( r(iu-fl ). r(3^+l) /n7r\' r(5^ + 1) /^^v*_ I 
Setzen wir also zufolge Ton No. 4(). für M ^ « ^ 0 



41. yjJZi^i 

so werden die Koeffidenten C mittdst der beiden Formeln bestunmC: 

42. €o ^ r(fi + 1) 

So haboi wir z. B. für ^ = 1 » itf s= — und 

2e 

s= -1- Co + ^1 cos nex + cos2fr ej7 + C, cos3 frex + 

wobei immer -~ ^ 0 sein muss und die Koefücieaten C millcist 
der Formeln 

— "p 34 — I 5« 7« — 

gefunden werden. — Man sieht aus diesem nicht uninteressanten Er- 
gebnisse, dass es nach dem hier angegebenen Vcriahreii nicht schwer 
hält, Relationen zwisdien (L'ii verschiedenen Umkehruiigeü einer Funk- 
tion, oder, was Dasselbe ist, zwischen den Terschiedenen Wurzein 
einer transscendenten Gleichung zu entdecken. 
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lU* Sei noch die Umkehrimg der Gleichung 

aufewsncheu, worin wir als eine positive Grösse, die ahoi nicht ge- 
rade eine ganze Zahl 2U sein braucht, voraussetzen wollen. Da hier 

die HOlfögleicbung i//(y)ssO oder yf^{l — y) = 0 zwei reelie Wurzein 
besitzt, 80 erhak^ wir wieder zwei Umkehrungen, von denen die eine 
ans der Supposition T]=^rji^O, die zweite aus T^^rj^^l entspringt. 
Lassen wir wieder und einander gleich und zwar = y sein, so 
erhalten wir ähnlich wie vorhin 

, ' 1 /^y 

45. -J--^*o=y— pi^ZJ^ / y'\l—y)dy 



i 2 /> 
il-x= / sn 



46. / rf« '^i^<'-y' dy 



ud4 



11 1 /^y 



dy 

1 

y. nnyf\i—ij) , 
im — — dy 



oder besser 



47. ^<f.=.y+_i_ / yf^a-y)dy 

y 

48. -4«= / sm — * > -^'d« 

y 

und wenn wir ^^^(1 — y) zur Abkürzung mit e bezeichnen« so sind die 

beiden gesuchlen Umkehrungen: 

49. yi ~ -J- A + A CM — r A r • • • 

c c 

50. yjsa-J- A + A coi-^-f-ila cos + . ... 
Diese Gleichungen gelten für c^x ^0 oder 
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y.**ll— y) > « > 0 
und es ist daher aut vortbciliialle&tcn , / so zu wäUleu, dass 
dass y^(l — y) dadurch sein Maximum erreicht. Dieses tritt ein Wr 

und sein Beti^ag, der heissen indge, ist 



52. iir 



Geben wir also den in No. 51. verzeichneten speziellen Werth, so 
geht c = — y) in Jlf über und wir haben 



53.^ 



/ 1 /V 



o 

54. < >' 

7 

für die so bestimmten Koelllicieuten gelten nun unter der Bedingung 
c>a: > 0 d. h. Jlf > o? >0 die Gleichungen 

55. 3/i==-i->lo +>liCO«-j^ 4-^2Cos-^+ 

welche durch die vorher genanute Bedingung nicht beschränkt sind, 

da X nicht grösser als sein ''laxiiiiuiii M wenk-ti kaim uuU lolglicli für 
JP ^ M wenigstens keine reelle ümkeliruiig exislirl. 

Subtrahirt man die Gleichung 55. Ton ihrer I^acUlulgerin und 
setet für > a > 0 

57. jjf l^iL 



so ist, wie mau uumitleibai einsieht, 

ff f 

d. i. vermöge der VVertho von und 



V 



und. wenn uiau liiei die bekannten Formein 

o 

und 

iD Anwendung bringt 

lerner hat mau vermöge der WerlLc von A% und /l« 

d. i. wenn man für den Sinus die gleichgeltende Reihe setzt 

^^"^-^^^ |rfy 

d, i. unter Anwendung der obigen Formeln aus der Theorie der Garn- 
mafunktionen 

l r(2) 1 , 

r 1) (^+2)1 U ) 3* (3,t+l) (3/«+2) (3/t+3) (3Ai+4)"^* * * * 
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oder endlich weil immer r{m) s m' ist, 

l 



59. Cn 



{(i+l) (3/i+l)(3/i-f 2)(3/i+3)(3^+4) \ 

1 I^Y_ 

^ (5^+1) (5|U+2) . . . (5iä+6) \M I * • • • • 



M } 



womit nun sänuntliche Koe/ficienten der Reihe 57. bestimmt sind. 

In (1cm si)ezielleii F;ilk' u = l lassen sidi die Umkehrungen 
unserer Funktion geradezu tlndeu und man erhält durch Auflösung der 
quadralisdien drletchung ^(1— = x 

Vi = -r — ^ -j-— Jc 

3^2 = 1 + >/f=^ 
Sub&tituirl mau diei>s in die Gleichung 57. mit der Hiicksiciit, dasf 

nach Fvo. d2. M=s-^ ist, so muss Jetxt die Gleichung 

=« - j H- C, CO» 4 ?wp + C, cos SnsB + C^ cos 12?wj + .... 

i->x>Q 

ätatt finden , welche für o; in die etwas einfaefaere 

= *l-^e + co««CjCO«2* + CVcoi3Ä + .... 

TT > 5? > 0 

ilbergeht und worin jetzt nach No. öd. der aligemeine Koefficient ist: 



2.3 4.5.6.7 ' 6.7....11 



+ 



8.9. ■ .. 15 

Mau vM vielleicht eme directe Bestätigung dieses Resultates nicht 
ungern sehen und wir wollen sie daher noch miltheilen. SetKt man 
in den Gleicliungeu 14. und 15. c = ?! , C und z an die Stelle von 
A und ufy so erhellt, dass die Gleichung 60. nur bestehen iLanu, wenn 
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ist. Führen wir dne neue Tariable i» ein, indem mr x *x nu ses- 
sen, 80 wird 



"«•T / m) |1 2^ ....|rftt 

liier kann man die einzc^Incn Glieder nach der sclion voriiiu beiiutztou 
Gammafunktionenformel inlegiircu und erhält 

r - JL ir(i)ni)_r(|-)n3) (nn)^ n-i^nS) (nn)' i 

* ( r<-|-) n-^j 2' ^" r(¥) 4' 

oder auch 

•*"^nT3 1.3.6.7 .3.5.7.9.11 1 
l (2iMr)» , (2H7r)* . 



(1.3 1.3.5.7 ^1.3. 5.7. 9,11 

Die Uebereinstimmung dieses WerÜies von Cn init dem vorhin in PCo. 
61. entwickelten gieht eine einfache Vergleichung auf der Sti^lle m er- 
kennen. 

IV. Wenden wur unser Verfobren auf eine algebraische Gleichung 
vom Grade ft etwa auf die folgende 

62. «o atyf^^ + a,y."-»+. . . +««^^1 = 
an, worin wir der Allgemeinheit unbeschadet a; immer als positir an- 
sehn dürfen, so gestalten sich die Sachen ganz Ähnlich wie vorhin. 
Zunächst sind namlidi die Wurzeln der Gleichung 

ffi3('*~H «2y'"~^+ = 0 

aufisusudien; von diesen kennt man eine, nämlich u Vi ^ ^ 
reits und die anderen finden sich durch die Auflösung der Gleichung 

63. flJov'*-^ + «12^-*+ . . . + a^l « 0 

Nennt man ferner y denjenigen speziellen Wortii von 1/ , für welchen 
die linke Seite der Glelduuiü: 62. ihren grösslen posiuven Werth er- 
reicht und M dieses Maxnnnm selbst, so ergeben sich sämmtiiche Um- 
kehrungen der Gleichung 63. aus den Formeln 
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65. 




M > > 0 



wenn man für tffiy) die linke Seite der Gleichung 62, und für 17 erst 
die Null und darauf die Wurzeln der Gleichung 63. substituirt. Man 
erkennt also, dass sich sämmüiche Wunsein der Gleichung 62. ange- 
ben lassen, sobald man die Wurzeln der um einen Grad niedrigeren 

Gleiclimii^ 63. finden kann und folglich ist dieso Entwickehmg zugleich 
eine Lösung des aUgemeiueu Prohiemes; „die Wurzeln einer algebrai- 
schen Gleichung fiten Grades durch die Wurzehi einer Gleichung 
Xjii — l)ten Grades auszudrücken.'* 



Eine zweite Auflösung des Umkehrungsprobleuies wollen wir aus 
dem Satze herleiten, dass sidi jede Funktion q>{x) in eine Reihe von 
der Form 



verwandeln lässt, worin die Koefficientcn B mitteUt der Formel 



bestimmt wei'den. Dabei ist c eine willkürliche positive von Mull ver- 
schiedene Grosse und die Reihenentwickelung gilt für jedes innerj- 
halb des Intervalles 0 bis c liegende f ur ss 0 oder c je- 
doch nur dann, wenn zufällig ^(0):=0 oder ^<c) =: 0 sein sollte. 
— Sehen wir wieder = y als eine Umkehrung der Gleichung 
ar=i^(y) an, so ist 





dx 
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=si ycos'^ — + — / dyco$ 



iß 

— / « 



2 

und hieraus erhalten wir 0« durch Multiplication mit ^ und Integra- 

c 

tion zwischen den (iräiizeii x~-C und .rs=sO. Diesen Werllieii von .r 
entsprechen, ganz wie im §. 3. die Wetthe y^y und y — rj, wohei 
^ eine Wurzel der Gleichung tff(y) ^ c, oder» wegen der Willkuhr- 
lichkeit von c, in so weit beliebig ist, als tff(y) nur positiv zu sein 
braudit, und jj eine Wurzel der Gleichung tpiy) = 0 bedeutet. Wir 
haben daher für ü tpiy) und wenn wir einmal y — y^ dann y =ri 
setzen und äuljUaiiiren 



— I — ycojiwT+wJH i eo$ ' . > ^ 

' *) n7t / tpiy) 

oder auch 

für die so Iteslimmleu Werlhc der KoefTizienten /* um 1 nnfrr <1(M' Hcdin- 
guDg c ^ ^ Q d.h. ipiy) ^ X >0 gilt nun die Gieichuui; üÖ. 
oder: 

" * V'(y) 

Man erhält aus ihr sämmtliche Umkehrungen der Gleichung s—xp(y)y 
wenn man für 17 der Reihe nadi alle Wurzeln der Gleichung ip(y)=0 
subsütuirt, wobei man auch dem y verschiedene Werthe geben kann. 

Auf den ersten Anblick möchte man geneigt sein, die obige Um- 
kehrungsformel für unbequemer als die in §. 4 entwickelte zu halten, 
weil der KoelBzient ^» ans mehreren Theilen besteht, während i»ein 

biosseä Integral war. Diese Unbequemlichkeit ist jedoch nur schein- 
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bar, weil sich diejenigen iteilicn, weiche aus dem vom lutegraizeichen 
freien Bestandtheilen des Bn entspringeo, leicht summiren lassen. Ses- 
sen wir. nämlidi 

ff n n n 

wo nun Cn durch die Formel 

witj tff(y) ^ 
n 

bestimmt ist, so erhalten wir für y folgenden Ausdruck 

^'ua gelten aber für 7r>k^u>-0 bekauulhch die Formeln 
-^u=-8mu — •|>«m2u + -J-«»8« — ... 
-i-(7r — u) — sinn + •|-stn2tc + -J-«i»3» + 

ßenulzen wir dieselben lür m== ^^^» wegen der liedujguug 

tff(y)!>x^O erlaubt ist, so erhalten wir jetzt folgende Umkehrungs- 
formel: 

27. « = » + ^7^* 

Wo liun die mit C bezeichneten Koeffizienten nach der Formel 71. zu 
bestimmen sind und die Bedingung J>a7>-0 erfüllt sein rauss. 

In der vorstehenden Form ist unsere Umkehrungsgleichung sehr 
brauchbar, sobald nur kein unendlich gross ausfällt, wie z. B. fär 

§. 6. 

Als Beispiel für die soeben entwickelte IJmkehrimgsfonTiel benuz- 
2en wir den Fall = ff — «n'njr, wo es sich also um Auflösung 
der traiisscendenten Gleichung 
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73. y — Mtiny^x 

bändelt, in welefaer wir « als einen positiven ächten Bruch vorausscs- 
zen wollen. Die Hülfsgleichung ^ (y) = 0 hat unter diesen Umständen 
nur eine einzige reelle Wurzel nimlich, jfssi^BO; nehmen wir aus- 
serdem y—Ut wodurch ij^iy) ebenfalls wird, so ist jetzt 

74. y SS» + c, stn J? + C^9in2x + C^$inZx + ... • 

> > 0 

und dabei gilt für die Koeffizienten die Bestimmung: 



2 



tot (ny— ne tin y) dff 

.0 

oder 

75. C^Jä— / nninesiny^sinnydy H ieo9imsiny)co$Hydy. 

Dieser Ausdrudc vereinfacht sich bedeutend, wenn man auf die Unter- 
scheidung von ungeraden und geraden fi Achtung giebt. Im ersten 

Falle iät zuuächät 



n 

eot(nstiny) eo$ny dy 



eosinesiny^cosny dy t c« 



I {ne sin y) co$ ny dy / cos (na stn y) eos ny dy 



und wenn man im ersten Integrale rechts y—x, im zweiten y^u^z 
setzt, wodurch cosnysss — eosn% und dsss — d» wird, so ergiebt sich 
lur die rechte Seite der Ausdrudi 

tiOs{jMsiii,^eioswtd%'\' / eos (nest*niB)eosn«(2« = 0 



# vis{}Msi%^eoswnd%'>r I coj 



Für ungerade n verschwindet also das zweite Integral in No. 75. und 
es bleibt 

76. C»»-^ / üx^i^^smyysinnyiy ,(n ungerade). 
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Wendet man genau dieselbe Zerlegung und Transformation für den 



80 



Fall eines geraden n auf das erste Integral in No. 75. an, so findet 
man, dass jetzt dieses wegfiUlt und fibrig bleibt! 



77. G«= — / eo8(nßiiuy)mHydy ,(n gerade). 

Die Integrale in 76. und 77« lassen sich fibrigens auf eine gemein- 
schaftliche Form bringen und zwar durdi folgende Umwandlungen. 

Wir seUen zuuäclist y=^-^7t + %, so wird für ungerade n 



2 p-r-k^ , 

c;» Ä — «« -o" / *) 



cü9n% dx 



und für gerade n 

9 «rr Z-'+'i^ 



" ca« -i5- / m (n« C09 ») CO« iw (te. 

n/t A J 

Da überhaupt eine Funktion wie f(^cosz)co$nz für negalivo Wtrtlie 
von » ungeäudert bleibt, so giebt auch die Integration zwischen den 
Gränzen » = 0 und z = — Dasselbe wie die Integration von « = 0 
bis «=+«j-7r, und der Betrag einer von x = — bis » = +-J^ 
ausgedehnten Integration ist demnach das Doppelte von Dem, was die 
Integration zwischen den Gränzen % = 0 bis x=s^ — \n liefert; wir 
haben dahei- für ungerade n 

€n^ ^sin-s- / sin{neeo8s)mn»dz 




und für gerade n 

(7^ == — CO« / '^"^ '"'^^ 

Statt dieser Formeln kann man auch die folgenden setzen: 

2 nrt f*^ 
78. C|» — — «tu / fiin(}t£ co« %) cosns (js 

7d. SS — CO« -ö" / CO« (»£ CO« 2) CO« n;s 
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ai 

ivi« man leichi erkepnt, eoli^ld m9n da» Intervall 0 bU ^ in die bela- 
den Intervalle 0 bis und ^ zerlegt « und in den auf das 

letztere Int(?rvall bezogt non Inlegralen die Substitution z~n — z' voi- 
uijumt. Auf die letitcn beiden liitegiale ist iiuu ein schunes Theorem 
anwendbar, welches man dem berühmten Verfasser der fmdammta 
nova fmct, dUpt* verdankt, und wonach jederzeit 

sein muss. Benutzen wir diese merkwürdige Transformation för die 
in 78* und 79. vorkommenden Integrale, so haben wir zuerst 

/(«)=«i*»(n€tt) also f = (nfi)»sm ^^ + iwtt) 

d. 1. weil hier » ungerade ist 

und zweitens 

oder wegen des geraden n 

=. i^mf' cos cos (»fiw) 

Substitiiiren wir dieißs für naacos« in die Formel 80, so erhalten wir 
für ungerade ti.* 



und Ahr gerade n 



mimmss) mmt d» 

9 



1.3.Ö...<2fi— 1) 



m ^^^^ öl« ^^^) 1^»^* 
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Hierdurch siehen sich dia Formeln 78» und 79. lu einer einzigen an- 
sammen 



2 (»«)• f^^ 



oder wie leicht zu sehen isl 



Die Ausführung der vorstehenden Integration hat nicht die mindeste 

Sdiwierigkeit; denn setzen wir für co$t; die bekaiinlu Ueihe, was kurx 
mit 

eosv s J — ' *ss= 0,1,2,3,.... 
bezeichnet werden m6ge, so ist 

ffir it^^x TO'wandelt sidi das Integral folgendermassen 



i)r(fc+i>) 



0 

1.3.5 (2n~l)/'?t .1.3.5... {2k~l)/*n 
^ 2«. . 2* 

Hierdurch, ergiebt sich (Qr C» die Formel 

d. i. nach emiger Hebung 

« ■ ife».(»+l)(n+2)...(/i + A") 

Schreiben wir 2e für €, wo nun das neue £ < sein muss, so ist 
nach 73., 74. und 82., die reelle Wurzel der Gleichung 
83. y— 2«stny=:« , +>«>0 
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mittelst der Formel bostiniint 

( TT > » > 0 

lind darin 

85 C - ^ i 1 1 - i 

r.(n+l) ^2'.(M+l)(«+2) 

Kür die speziellen Falle X=0 und x^tt giebt die Formel 84. y = 0 
und yaTT, was in der Tkat richtig ist; da ferner einem ucgativen.tr 
ein gleiehgrosses nur negatives y entsprechen muss, wie einem posi- 
tiven Xy 80 gilt die Formel zufällig audi noch für negative jf; 
das Intervall (Or s lässt sich also von x = — n bis x^'^n er- 
weitern. 

Die Methode, deren wir uns in den §§. 3. und 6. zur Lmkeh- 
ruiig wiliiiühriicher Funktionen bedient haben, bietet den grossen Vor« 
theil, mit völlig gleicher Leichtigkeit auf das allgemeinere Frohlem 
anwendbar zu sein, wo man aus x = 'ip(y) nicht y selbst, sondern 
eine gegebene Funktion von etwa /(y), entwidcelt wissen will* 
Setzen wir nämlich f(y) d* b. 

86. Y[9p(«)]«--i-J4>H-i| co«^ + i4jm^ + .... 

c c 



80 ist 



und hier lääsl sich der Koeffizient An auf ähnliche Weise wie iruiicr 
transformiren. Man liat uäuüich 

/*[^(jr)Jca«-^ ix — i f(y) eos — ^ äx 
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rühren wir die Grämen x^c, J^sO ein, denen in Beziehung wip 
die Gränzen y=:y und y^f^ enUprecben, so ferschivinden die vom 
Integralzeichen freien Glieder» vorausgesetzt nämlich, dass weder f(y) 

2 . 

noch f(tj) uneudlicii istj durcli Multiplikation mit — findet man nach- 

her, indem für x und c die Ausdrücke xpiy) und gesetzt 
werden, 

^ i5i Jr^^*^-^'» 

V 

wo nun wieder ?^ eiae Wurzel der Gleichung '^(y) =0 und ^ in so 
weit beliebig ist, als yf(y) nur positiv zu sein braucht. Für den 
Koeffizienten hat man durch besondere ebenso leichte Transfor- 
mation 

88, ^A,^f(^)^Ji--y^^Qf)^Q,)dy 

n 

und für die somit bestimmten Koeffizienten gilt uuu die Gleichung 

&G. il. Ji. 

89. f(y)^i-A^'^A,m^'l^ +i,ces^ + ,... 

Wollen wir dagegen die Funktion fiy) nicht in eine nach Cosinus, 
sondern nadi Sinus fortgehende Reihe verwandehi, so haben wir für 
c > a; > 0 

90. /[9>(.r)J=.|?,,iH^+B,si'n?^+B.«»^+,..,. 



zu seueu, worin 



2 / ^ IMtX 



e 

ist. Die Transformation von Bn geht dann folgendennassen vor sich: 



35 



Durch Einführnog der Grfinzen 4?=:e, jr=0 d. i. y^/, 9=17 und 



2 

iVluilipUkaliuu n^i^*^ wird hieraus 



oder 

wenn wir zur Abkürzung seUen 

n 

Die Reihe 90. nimmt nun für c=^^t(y) und wegen der i»higen Be« 
Stimmung Ton 0» folgende Form an 



^ V(y) 



und durch Summirung der beiden ersten Reihen 

«2. /(ff) = + X 

wobei nun i^ (y) > a; J> 0 sein muss. Für a? s= 0 liefert die Formel 
das Resultat fiy) ~ fifj)^ was richtig ist, weil y für «aO in 97 
übergeht; für x^yß(y) erhält man ebenfalls richtig /(y) ^ f(y) 
und daher gilt die Gleichung 92. unter der weiteren Bedingung 

Beispiele hierzu lassen sich leicht geben; so wISre für die For- 
meln 87*, 88* und 89« die Annahme 

3* 



86 



und fiff) =» o (l— €CO«y) = r 

eine sehr passende; es findet sich dann fOr y^n 

♦*= -5" ^o + ^^i eo« 4- CO« 2.r + cot 3« 4- 

wo üh; KotUücieiUen sind 

■und 



2a£ Z*^ 
/ smysm 



{np—m tiny) dy 



Dieses Integ^l ist ganz Idinlicher Transformationen ßlhig, mt das in 
No. 7ö. betrachtete, die wir aber hier nicht ausfähren wollen, weil 
oinesüieiis die Sache keine Schwierigkeiten hat^ und man ausserdem 

<laä Fndresiiltat durch Uessol's ünteiauchung schon kennt; es findet 
sich jiäuilicli 

. w -f - 4 .1 .4 

~ 9'.(»+l) (»+2) («+3) 
und damit ist das Problem gel&st, den Radius Vektor eines Planeten 
direkt durch die mittlere Anomalie auszudrücken *). 

§. 8. 

Die- Foi mclu (U^s vorigen Paragraph<M» j,i']m\ nocii ein bequemes 
üliillei zur Bereclmuug solcher bestimmter Integrale 



»2 



deren IntegrationsgrSnzen yi und nicht unmittelbar bekannt, son- 
dern zwei Wurzeln einer Gleichung yf(y) ^s sind. Es verdient diese 
Anwendung vielleicht um so mehr Interesse, als bis jetzt keine Me- 



*) Si<ppteai«B(e zum maUieaialifl€h«ii Wdrterbach«, «rst« Abtheil., S. 900. 
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thode 2U1- Luäuiij^ dieser anscheiueud seiii' ächweien Aulgabo vorhaii- 
üen war. 

1. Selsen wir zunächst in den Formeln 87. , 88. und 89. 
93. /-(y) = / F(a?) <U' 



wobei a eine beliebige Konstante bezeichnen möge, so ist 

und nun wii*d aus b6. und 87. 

a 1} 

»/ 

Für die so bestimmten Werthe der Koeffizienten ist nach No. 89. Itir 
96. y^F(s)dx 



Gesetzt nun die Gleidmng tp(y) x liabe zwei Aullösuugcn und 
(wenn mehrere vorhanden sind , nebnieu wir zwvi derselben) , so 
besitzt auch die r.lpjdinng i//(y)=0 zwei Wwzehi i/, und ly^; diess 
giebt zwei verschiedene KoefUzientenbestimmongen , nämlich 

und 

Vt 
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Vi 

uud diciitdu Jial inau auch üie beiden iloiiieueulvytckdujlgeu 



uud 



ß 

a 



^ V'^y^ V'(y) 

Subtrabiren wir die erste Gleichung von der zweiten und setzen 
97. / W 



-^.P. + P,«« .... 

so haben wir für die KoeflizienteD P folgende Wertbe 

u 1 
"5* P» = ^ ^0 "ä"^ 

i // 
d. i* vermöge der Wertlie von '^A^ und 

98. ^p^^J-^^J^§\y)^iy)dy 

ferner älinlidi für 

99. n==A n-^j^i^T^may 

Da hier / nodi wUlkübrlich ist, so wählen wir es der Art, dass ^iy) 
dadurch seinen grössten positiven Werth M erhält, von dem wir vor- 
aussetzen, dass er nicht unendlich sei; wir haben dann die Enlwicke- 
lungsformel 
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100. / Fix) dJP 



Vt 

M >x> 0 
worin die Koefllizienten P mittelst der Formeln 



101. ^ y^Flm(y)dy 

Vi 

102. / — ^'y 

bestimmt werden. Unter rj^ und i^j verstehen wir wie immer zwei 
Wurzeln der Cloidmng t// \y) — ü. 

II* Genau diiiselbcu SubstitiUronen und kleiueu Traii>loinKitioucu 
sind auf die Gleidiungcn 91. und 92. anwendbar; uiau liudet so 

ni Vi 

Jl> ./ >0 
wobei die liLoellJi//ieutt'u Q mit üülle der Fonuci 



2 Z*^ 



104. Q.^-^ /l?^)«„!2£<»irf. 



zu bestimmen sind. 

III. Man wird vielleiehc ein paar Beispiele hiei'zu nicht ungern 
sehen. Sei daher zunächst 

so ist ij|=0, % = 1 ; <'as Maximum M von tti(y) tritt ein für = 
und ist ilf=l. Die beiden Unikebrungeu von ijfiy)^^ lassen sich 
in diesem Falle angeben nämlich 

105. </i=--r(i— >/T^ 
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106. ^4-(l-f>/l^ 

SeUcii wir ferner die nillktiliriiclie Funktion F{a})ssa>^^h (l — a?), so 
liaben wir uadi Formel 100. 

1>«^0 

und hier ist die KoefiOzienleubesliminung folgende; 



lÜb. 
ierner : 



ara / Sil 



«in [4wr.y(l— y)Jily 



und wenn wir für den Sinus die gleichgeltende Reihe 

Binv « S ^ ^^^^y , ft = 0,l,2,.... 
suhstituiren » so wird 

Der Werth des ialcgi^ales für sich ist 

_ 0/ +2) . . . . (2ky 

_ (2ky 



und hieraus ergiebt sich für P» der Werth: 

p A (— (4n 7r)'?^' 

n^r • 2Är+l * (^-|-2*+l)(^t+2ft+2)+.,.(it*-h4iH-l) 
oder auch wenn man das Summenseidien auflGst 
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Infi /> - 8 J— i (^^*^)' 



+ 



-■I 



S.(^+5)(^+6)....(/tt+9) 
Durch die Formeln 108. und 109. sind nun die in der Gleichung 
107, vorkonunenden Koeffizienten vollkommen bestimmt. 



Ein zweites nicht uninteressantes Beispiel bilden die Annahmen 

hier ist 171 ssO, 1)79=00 und das Maximum M tritt för 1 ein, 
nämlich Mss — . Wach Formel iüü. ist nun für 



=s .J- Po + cos nex -\- cos 2:m^ - j- P, cos ^nex + 

und fdr die KoeiBzienten haben wir folgende Werthe 

.00 



III. -i-F««« / ^^yr^dy^ ± 



0 

QO 



ss: " / Sil 



odei' wenn man den Sinus entwickelt und jedes einzehie Glied inte- 
grirt: 



112. P««2e 



i 1 (nTie)* (n^cer J 

Ir^'^TÄ^'^ 5.6* i 



Die in den FormeLi 110., III* und 112. gegebene Berechnung 
eines bestimmten Integrales ist in so fem bemerkenswerth, als siedle 
Entwickelung zweier Integrallogaritbmen darstellt, indem die Gleichung 



/ 



e-^ = Ii ie'H) — Ii iß-h) 



Vi 

vermöge der Definition des Integrallogarithmus statt ündet. 
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£benso leicht wiid mm Beispiele für das Theorem in No, 11. 
bilden, wobei man nur berücksichtigen muss, dass zur Conyergenz der 
Reihe die Endlichkeit des Integrales 



Flx)d» 



hiiiieidieud und nethwendig ist. 

§. ». 

Obschon die Entwicklungen, die wir bisher gegeben haben, eine 
Allgemeinheit besitzen, welche lur die meisten praktischen Anwendun- 

hinreirbl, so kuiiiicii wir Hoch »och einen Schritt weiter gehen 
und auch die letzte staUlindeiult' heschiuukaiig wegsdiallri». Es gel- 
ten nämlich die bisherigen Formeln mir tür wesentlicli positive or, was 
darin seinen Grund hat, dass die Reihenentwickelungen 

.... 7TX , , , 

C V 

. TIS . „ . 2nx . 
' c c 

von denen wir ausgingen, selbst nur Tür positive x richtig bleiben, 
für negative Jc dagegen blos dann gelten, wenn entwedw zufallig 

^( a;)z=iCp{-\-x) oder (p{ — ar) = — (pix) ist. Oh aber eine dieser 

Eigenschaften statt iiudet, läset sidi, da ff{x) als ümkchrung von 
%p{y) erscheint, im Allgemeinen nicht entscheiden, wenn nichts wie 
z. B. beim Kepler'schen Probleme, besonders glflcklidie Umstände ein- 
treten. Wir geben daher noch eine Entwickelung, welche auf positive 
und negative x gleichförmig passt, und nehmen dabei unsern Auslauf 
von der bekannten Formel 

113. F(JF)=-t''^« + — + ^2«»« 

c c 

+ Bj sm — -|- 4" • 

G C 

welche für alle in dem Intervalle a? = — c bis x — c begrÜfenc o? 
gilt, sobald die Koefllzienten A und B mittebt der Formeln 



114. il»=* / Fixf)€»»^dy 
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*— c 



115. =. ^ / F(x) ««n^ 



bestimmt werden. Die Anwendung hiervon isl folgende; 

Es sei wied^ sssyf{y) und eine gegebene Funktion fijf) der 
umgekehrten Funktion 9 = 9) (o?) su entwickeln. Wir setzen dann 
das vorige F(aOss=/[y(jp)] ss fiif) und haben 



—0 

6 



Durch partielle Integration ist nun ^dch wie früher 

woraus sich durch Multiplikation mit — und Einführung der Gran- 

zen jr = c, s = — c ergiebt. Hierbei ist aber c beliebi» und dem 
nach leitbt zu erhalten, wenn man in der Gleichung ^(y) = a; dem 3^ 
einen wiUkührlichen Werth der Art erlheilt, dass ein positiver Werth 
von X herauskommt; diesen speziellen Werth von x nennen wir nach- 
her c, und so entspricht der oberen Integrationsgränze x^c die In- 
tegrationsgr&nze y =^ Um die Integrationsgräiue für y 2u finden, 
brauchen wir nur zu bemerken, dass a? =» — c = oder 
lp(^)ss — ipiy) sein soll, also dl»! uiiUtc Integrationsgraiize, die elvva 
heissen möge , eine Wui"zel der Gleichung ip{y) = — (y) sein 
muss. Nach diesen Bemerkungen ist nun, wenn fQf) weder für yss/ 
noch für jf = '7 unendlich wurd, 
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und ebenso leicht fiodel man ITir ^nd Bn die Formeln 

V 

y 

wobei also festzuhalten ist* dass y willkuhrlich bleibt, abei* iff(y) po- 
sitiv ausMen und "7 eine Wurzel der Gleichung tff(sf) = ^tlf(y) sein 
muss. Für die so bestimmten Koeffizienten gilt die Entwickelung 

unter der Bedingung .c^ajj> — c d. Ji. ^(y)>>a;J> — 

Da man berechtigt ist, fQr "y alle Wurzeln der Gleichung tffiy) 
» — i/'Cx) 2u setzen, so giebt die Formel wieder sümmtliche Umkeh- 
rungen der Gleichung 4?=^Qf). 



Etwaä bequemer wird die Formel noch, weuit mau 
118. C;=^' /7(,)^«JL^rfy 

7 

setzt, wodurdi man zunächst erhält 

/(y) = -i- cos ^ + iiim^ 4- • . 



^ TT ( ' tüfy) * tb(y) * ) 



uder durdi Summii'uiig der mittleren Reihe 
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Um den Gebrauch dieser flir i^(y)>a;> — ^(j/) gellenden Formel 
an einem Beispiele zu zeigen, setzen wir f{y)^y und^(y)=y^, 
Geben wir dem y den willkürlichen speziellen positiven Werth y^y-, 

80 wird \p{y)~yey und nun tiandelt. es sich zunächst um die De- 
sümmuQg von 7^, d. h. um Aullösung der transscendealen Gieicliung 

Man flbersiehft auf der Stelle, dass dieselbe keine positive Wurzel hat; 
nehmen wir daher y == — so wird 

was aber für kein reelles z moglicli ist, weil das Maximum von 

(nämlieb*^) weniger als ye^ betragt. Setzen wir daher «=« 4-1;?, 
e 

wo i wie gewöhnlidi die imaginäre Einheit bezeichnet, so ist 

und durch Sonderung der reellen und imaginSren Bestandtheile 

120. e~" {ucosv-i-ff sin vj— 

121. fr* [pmv — ttstnt») = 0 

Die zweite Gleichung ist auf doppelte Weise erfOllbar, indem entweder 
der eine oder der andere Faktor zum Verschwinden gebracht wird. 
Wollte man aber durch die Annahme usoo annuUiren, so würde 

die erste Gleichung in 0=ye^ übergelien, was unrichtig ist und wir 
müssen daher 

»cos» — ««in» = 0 

setzen, woraus folgt 

122. u=-vmv 

Durch Substitution hiervon verwandelt sich die Gleichung 121. in 

V e"^ '^"^ * = ye^' sin v . 
Nennen wir ß eine Wurzel dersell)en, so ergiebt sich aus 122. eine 
zugehörige Wurzel m s a und es ist nun a ßi oder 'y = 
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— (a'^-ßi) gefunden. Man kann sich hierbei eine wesentliche Erieichte- 

lung iladurch verschafien, dass man dem y einen \Vi i Lii giebt, der 
den sugehörigeu Worüi von ß sogleich erkeimeii lasst. r>(elin)en wir 

z« B. für f die reelle Wurzel der Gleichung ^^V ik*^, so wird die 

vorige Gleichung einfacher 

fg ff 

und dieser genügt woraus nadiher u=U und y =±-g-t' 

folgt. Eine Umkchrung der gegebenen Gleichung x^y«^ wäre also, 

da jetzt ^(y)=y ist, und IDr 7 =4-^* 

123. y«(y^«f)^ 

-f-ij cos2x -f ig cos^x + A^cos&x + .... 

und hier gelten für die Koeffizienten folgende Formeln i 
ir-^o— 5?iy-r ^ 



1 /^*y 



TT 

worin also y die positive Wurzel der Gleichung y&s=:-^ bedeutet. 

Fuhrt man die angedeuteten. Integrationen aus, so erhalten und 

com])lexc Werthe, wie es auch sein muss, weil die für y aufgestellte 
Dop[)elreihe zugleich- für negative x gilt, denen keine reelle Umkeh- 
ning entspricht. 
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§. 10. 

Es gieb( noch eine zweite Form, unter der sich die Umkehron- 
gen einer gegebenen Funktion darstellen lassen und die dadurdi be- 
merkenswerth ist, dass sie nicht in einer Reihenentwickelung, sondern 

in einer Integration zwischcMi gewissen C.ränzcn besteht. Wir werden 
nämlich zeigen^ dass die Uinkehrung der Gleichung ^=^ip(y) jederzeit 
durch Integrale von den Formen 

/» OD CD 
Ucoswudu oder / Vsinxudu 

ausgedrückt werden kann, wobei U und Y von u allein abhängen und 
a constant bleibt in Besiehung auf die nadi u auszuffihrende Iptegra- 
tion» Diese Darstellungsweise bietet den Tortheil, y in geschlossener 
Form zu geben, die namentlich da, wo mit y nodi anderweite Ope- 
rationen vorgenommen werden sollen, ungleich bequemer und handli* 
eher ist, als eine unendliche Heilie. Wir stützen uns l»ei dieser Ent- 
wickelung zunäolist auf die beiden von Fourier gegebenen Formeln 

2 P^ 

FCa?)=— / mxudu i F{t)msutdt 

und 

2 P' 
F(aj)=-^ / tinxudu / F{t)sinutdt 

e > JF > 0 

in denen x als Gonstante anzusehen ist hinsichtlich der successiv.nacli 
t und H auszufährenden Integrationen. Da in einem bestunmten In- 
tegrale nichts darauf ankommt, mit weldiem Buchstaben man diejenige 

Variaide bezeielniet, in Jiezug auf welche integrirt wird, so kann man 
die beiden obigen Formein auch in uachslebeuder Gestalt darälellen 



124. 



2 

F(a;) = / cosa^udu i F(j[:)c&suxdx 
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lind 

[Fix) = ^ 



125. 



2 f*^ 



« > « > 0 

und hat dabei nur fest zu halten, dass zuerst in Besiehung auf x in- 

tegrirt wird bei eonstant gelassenem u und nadiher in Beziehung auf 
u hei coustantem x» 

Sei nun wieder^ x — ip(^y) die gegebene Funktion und daraus 
f{y) ~ flcp(xy\ zu entwickeln, so setzen ivir das obige F(x) 
BS fl^ix)} = und haben 

^^F{x)muxäsB^ ^^f{y)mux dx 
— f(y) — T" / t(3f)dy9inux 



-iß 



= fiy) ^^^ —-^ ^ tiy)siniuil)iy)ldy 

Durch Einf&hrmig der Integrationsgränzen x ^ c und = 0 , denen 
wie frQher die Werthe y^y und yssi; entspreefaen mögen, wird jetzt 
unter der Voraussetzung, dass f(i]) nicht unendlich ist, 

jTmcosuxdx^fiY) '^-^J^f^(y)8in[u^(y)]dy 

und wenn wir diess in die Formel 124. subsütniren 

F{x) d. h. ^df) 

cosxusincu , 2 cos XU , . . 
_ ^ du—^i du I t<y)stniutff(3t)]dy 

rsach einem sehr beiiannteu Satze ist das erste Integral = solan- 
ge a^ > c bleibt; diese Bedmgung ist hier in der That erffillt und 
wir haben daher die schöne Umkehrungsformel 
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126. / o/„ ^„ 

Ganz fthnlich gestaltet sich die Behandlang des zweiten Fourier'schen 
Theoremes. Unter denselben ToratissetzuDgen ist nämlich 

^J^f(it) sin uxdx ^J^fiy) «'» « 

-'S' 

T^+i ft 



Durdi Einfütirung der lutcgrattonsgränzen o; = c und =5 0 , denen 
y:^^ und y=77 entsprechen, wird hierans 



cos II c l 



cos[uxp(i/)]dy 



und nun giebl die Substitution in No« 125. 



du 
u 



/so « yoao 

— — ^'^^-^f^nj - 

Das erste Integral Terscbwindet bekanntlich, weil << c ist und da- 
her fällt der erste Ausdruck weg, wenn f{y) nicht unendlich wird; 

TT 

das zweite Integral hat für o; -< 0 den Werth ~ und so bleibt 



2 



127. 



9 4t 
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In beiden Formeln 126. und 127. ist wie früher y beliebig, aber 
t// iy) muss positiv und fj eine Wurzel der Gleieliung ^ (y) = 0 sein« 
Setzt man für tj der Reihe nadi sSmmfliche Wurzebu di^er Gleichung, 
so bekommt man die verschiedenen Umkebrungen der Gleichung 
Ssss ^(y). Die Gr6sse y wählt man am Yorlheilliaftesten so , dass 
ilf(y) dadurdi sein Maximum erhftlt. 

§. 11. 

Die soeben entwickelten Formeln gestatten ganz liieselbeu An- 
wendungen, wie die ihnen völlig analogen Reihenentwlckelungen in 
den §§. 7 und 9* Nehmen wir z. B. sehr einfach f(y) y und 
t^(^) = y^ev, so ist 17 » 0 und wir haben nacii Formel 126* 

wo sich die auf y bezügliche Integration leicht ausführen lässt, soijuid 
ft eine ganze positive Zahl ist. Die Formel 127* giebt ähnlich 

129. g=ljl^4u 

0 • 

Wäre dagegen ^(y) « so kann 7} ebensowohl s: 0 als » go 

sein und wir erhalten daher zwei Umkehrungen und rsehmen 

vrvt y ^ fit wodurch tp(y) sein Maximum (~-)^ ^ ^ erhält, so ist 
jetzt nach 126. 

130. - y -j— <iw / siniuyf'r^^dy 



131. y,:=^+|y J fdniuyf^r^dy 



und ähnilicii nadi Mo. 127. 



2 ^ Z*^ 
132. y^^^J smxudu^ eozlu^e^^Ay 
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133. y, = QO— l^y^ 'Jlt^y^ »«[tiye-JQdy 

Hiei* ist jedoch die letzte Formel unbrauchbar, weil das laiegral 

unendlich wird, wodurdi sich die rechte Seite von No. 133« aiif das 
nichtssagende Resultat oo ^ oo redncirt; man muss sich daher an die 
Formehl 130. und 131. hallen. 

Subtrahirt man No. 130. und 131., so vdrd 

134. — yi 

• • ' 

= — / -du / $mmurfrndy 



Man hat aber weiter 

lOO 

t 

loo 



ß 



X' " 3 

8 



uTifi^i) ««r(3it<+i) «»r<5^i) 

Set2(in wir nuu >;ür Abkürzung 

135 V = £ +11 ^'^<^3^-hi) . _ 

lM/<+i a*.3^+» 6'.Ö^i 
so gieht jetzt die Substitution in No. 134» 

2 

136. y%^Vi^ i Umsoudu 

für /isl z« B. erhält ü den sehr einfachen Werth 



32 



Setzen wir überhaupt allgemcmcr voraus, dass die Gleichung = 0 
2wei reeUe Wurzeln y^i]i und y^tjf habe, so isl in No. 126. 




OD 



y 

woraus man äluiJicli wie vorhin durch Sublraktioii erhält; 

137. /fe) - fiy,-) = l duj^f'ly)sm [« i/^ (i/)] £?i/ 

Eine ganz analoge Formel wflrde man aus der Gleichling 127. ablei- 
ten können, nämlich 

138. /G/,) - f(y,) = /(%) 

• 

sie ist aber etwas unbequemer» weil sie sich leicht auf das triviale 
Besultat — /"(yj) = ao — od redadren kann. 



Setzen wir endlich nocii 



f(y) SS / F{x)(llü 



von FCx) eine willkürliche Funktion Von x bedeutet, so gehen die 
Gieicbungen 137. und 138. in die folgenden lUer: 



139. ^ F{x) diß 

Vi 



uud 
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140. 




F{x) dx = 





F(y)cos[utlf(y)}dy, 



wobei die erste Formel in der llegei brauchbarer sein wird als die 
zweite, weil die zwischen den Grämen ij| und rj^ genommenen lote- 
grale leicht unendlich nverden können. Beide Fomehi sind aber in 
sofern von Werth, als durch sie die bisher noch nicht behandelte 
Aufgabe gelöst wird: ein bestimmtes Integral, dessen lnte> 
grationsgränzen nicht unmittelbar, sondern durch eine 
Funk tionsglei chii ng gegeben sind, auf andere InUgrale 
zurückzuführen, deren Gränzen nicht mehr durch eine 
Funktionsgleichiing bestimmt werden. Dass hier eine sol- 
che Reduktion in der That geleistet ist,, erbellt daraus, dass yi und 
Wurzeln einer literalen oder Funktionsgleichang sind, die sich nadi 
bekannten Methoden finden lassen *). 



Man kann sich endlich noch der ebenfalls von Fourier angegebe- 
nen fflr c ^ X > — e geltenden Formel 



zur Umkehnmg der Funktion » = (y) bedienen und kommt dabei zu., 
dem allgemeinsten Resnltale, weil man liier nicht auf pusitive Werthe 
Ton X beschränkt ist. Wir gehen zuerst der obigen Formel die fol- 
gende Gestalt: 



M. 8. die schdne Arbeit von Dr. X. Stern: Ueber die Auflösung transscen- 
denlcr Gleichungeo. 



§. 12. 




142. 
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^ I ^nx%^ I F(t)8inutdt 



und beti'achten die beiden Doppelintegrale Tor der Hand einzeln, in- 
dem wir zugleidi ^ für I schreiben , was bekanntlich erlaubt ist. 

Für oj = 1// (y)» umgekehrt ^ = y ^a;) und fiy) = /[y («)] = ^(ä) 
ist nun ganz wie in §. 10. 



und 



ß 



und wenn wir die Integrationsgränzen o^sc, a;ss — c einfuhren, de- 
nen die Werthe y^y und 7* entsprechen mögen 

/ F(a})muxdis 

7 

und 

7 

Hieraus ergiebt sich weiter, wenn wir wieder r f Or o; schreiben, die 
erste Gleichung mit tosxudu, die zweite mit tinxuAu mnltipliziren 
und m Beziehung auf « zwisdien den Gränzen « s 0 , « a oo lnte> 

grii'ea 
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/OD y^c 



und 



/»CO yn« 
stnopiiil« / F(t)sinutdt 

f(Y)-m]^J du 



0 



Weil nun ^ ^ J7 ist, so haben wir nach bekannten Sitzen 

C08XU . ft 
du = -TT 



0 

f 



« 2 



100 



und mitbin vereiafaclicn sieb die vorigen Gleichungen, wenn man nodi 
mit multiplizirt» folgendennaassen 
1 /»^ 

143. ~ / cosxuä» I F(t)miiidt 

• 7 

and 
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1 pt 
144. — / st»d?i»d» / FitjsiuHtät 

= ^ *• (»)«»[« «'s- 

• 7 

Die Sumiiie dioser Gleidiuugeii j^iebt F{x) oder /(^) und so geiangefl 
wir 2u der Formel 



/OD yO 



y 

wobei nur festzahalten ist, dass y willkflhrlich gewählt werden darf, 
y aber eine Wurzel der Gleichung t//(y) =z — tp(y) sein iiuiss. Die 
Umkebruogsforinel gilt &o lange, als x zwischen den Gränzen 
und tpCy) = — tp(y) enthalten ist und sie bezieht sich demnach 
gleichfSrmig auf positive wie negative jp, Deainacb können wir sie 
als die bis jetzt allgemeinste Umkehrangsformel der Gleichung a;s^(y) 
bezeichnen. 



Druckfehler 



Si 2 Fofmel 7« statt D 




S. 13 Formel 19. statt %ff(fj) l yf(y) 
S. 13 Z. S V. u. stau itt 1. 
S, 17 Formel 29, stolt «""^ l <nr 
S. 18 statt Formel 36* 1. 36i 

3 1 

ebendas. statt -rs ^* »7 

S« 25 Formel 62. statt 1. (y ist aosgefaUcn) 
S, 28 Z. 1 V. 0. statt „dem" I. „den". 
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Antiqnaria. 

fiiijperf unb e^mitfö >:anttcr«ttr{f*e S?u^5anbtuitg i^ettt gtiiti» 
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«Die tm ßataCogc bemcrftcn nßerfe ^nb ju ben beigefügten bWClaw ?Jcel 
fcn eieiifafl« buv^ lebe ^u^l^anblutig )u Besiegen. 



